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On montre l’existence dune nouvelle relation fonctionnelle dont la serie 
generatrice des cartes planaires pointees est unique solution. Cette relation fonction- 
nelle associee a celle bien connue etablie par Tutte permet d’obtenir tres facilement 
un systtme d’equations parametriques pour la serie generatrice recherchte; on 
donne en particulier une formule close decomptant les cartes planaires pointees en 
fonction du nombre de sommets et du nombre de faces. La nature geometrique de 
la decomposition utilisee pour itablir cette relation fonctionnelle conduit a def’mir 
une notion naturelle de carte interieure a une carte planaire point&e. Certains 
problemes lies a cette notion sont abordts a la tin de I’article. 0 1985 Academic Press, 
Inc. 
A new functional relation, whose unique solution is the generating function of 
rooted planar maps, is shown. This new relation in conjunction with the well- 
known relation established by Tutte, enables the easy derivation of a system of 
parametric equations for the wanted generating function. As a consequence, we 
infer a closed formula counting the rooted planar maps as a function of their num- 
ber of vertices and faces. The geometrical nature of the decomposition used in the 
derivation of this functional relation, leads to the definition of a natural notion of 
the inner map of a rooted planar map. Some questions related to this notion are 
treated. 0 1985 Academic Press, Inc. 
INTRODUCTION 
L’etude des cartes planaires point&es et en particulier leur enumeration 
ont utilise essentiellement deux techniques: 
La premiere consiste a Ctablir une bijection entre les cartes planaires 
pointees et une autre famille d’objets que l’on sait denombrer: cette 
methode est celle utilisee par Tutte pour la premiere obtention du denom- 
brement des cartes planaires pointees dans [7]. Une telle methode est 
Cgalement utilisee par Lehman (cf. [ 5]), Cori et Vauquelin (cf. [ 31). 
La seconde consiste a rechercher une equation fonctionnelle dont la serie 
generatrice des cartes planaires point&es est solution. Cette methode 
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Cgalement initiee par Tutte dans le cas commutatif (cf. [S] ), a CtC ensuite 
developpee dans le cadre noncommutatif par Cori et Richard (cf. [2]). Ces 
deux articles aboutissent, le premier dans le cadre commutatif, le second 
dans le cadre non commutatif, a la meme relation fonctionnelle. 
Le but de cet article est de montrer l’existence dune autre equation 
fonctionnelle (cf. paragraphe II, theoreme 2), dont la serie generatrice des 
cartes planaires pointees est unique solution. Cette deuxieme relation 
fonctionnelle differe dans sa forme de celle connue, en ce qu’elle presente 
une composition de fonctions dont les deux arguments invoquent la serie 
generatrice recherchee. Ces deux equations apparaissent comme cas par- 
ticuliers d’une relation fonctionnelle plus generale. Associees, elles permet- 
tent de determiner tres simplement la serie generatrice recherchee, de 
decompter les cartes planaires pointees en fonction du nombre d’aretes, 
ainsi qu’en fonction du nombre de sommets et du nombre de faces (ce der- 
nier denombrement &ant donne au theoreme 3 du paragraphe III). 
La methode utilisee pour etablir cette relation fonctionnelle est geometri- 
que. A la difference de l’idee geometrique utilisee dans [S et 21, consistant 
a supprimer ou contracter une ar&e (afin d’obtenir une relation interne aux 
cartes planaires et ainsi une relation fonctionnelle), la methode utilisee ici 
consiste a contracter tout un “paquet” d’aretes. 
La decomposition geometrique ainsi r&alike conduit a definir une notion 
naturelle de carte interne a une carte planaire pointee. Cet aspect est 
developpe au paragraphe III. On y definit les cartes ayant au plus i niveaux 
interieurs, appelees cartes d’ordre i. Les cartes d’ordre 0 sont bien connues 
et denombrees sous le nom de cartes simples (cf. [ 11). On &rum&e dans ce 
paragraphe les cartes d’ordre 1, et on y Ctablit les relations fonctionnelles 
dont les cartes d’ordre i sont solutions. On y indique enfin le lien entre ces 
cartes et certaines familles d’arbres bien Ctiquetes (cf. [ 31). 
Le paragraphe I rappelle les principales definitions concernant les cartes 
planaires. 
I. DEFINITIONS ET NOTATIONS 
Nous rappelons dans ce paragraphe les principales definitions utilisees 
dans la suite (cf. par exemple [ 1 et 81). 
1. Dbjinition 
l Une carte planaire est une representation de la sphere de Iw3 
comme union d’un nombre lini d’ensembles disjoints appeles cellules. Elles 
sont de trois types: 
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1. les sommets qui sont des points, 
2. les a&es qui sont des arcs simples ouverts de Jordan dont les 
extremites (confondues ou non) sont des sommets, 
3. les faces qui sont des domaines simplement connexes dont les 
frontieres sont des reunions de sommets et da&es. 
l Deux cellules sont dites incidentes si l’une est dans la frontier-e de 
I’autre. 
l Le degre dun sommet est le nombre d’ar&es qui lui sont inciden- 
tes. (Une boucle, a&e dont les extremites sont confondues, est comptee 
pour deux dans le degre de son extremite.) 
. Une a&e est un isthme si elle est incidente a une seule face. 
l Le degre dune face est le nombre d’aretes qui lui sont incidentes, 
les isthmes &ant comptes deux fois. 
2 
On appelle brin une a&e orientee de la carte planaire et on note B leur 
ensemble. On associe a tout brin, de faGon Cvidente, son sommet initial, son 
sommet final, et l’argte qui constitue son support. 
l On definit la permutation a sur B qui a tout brin associe son brin 
oppose. a est une involution sans point fixe dont les cycles sont bijec- 
tivement associes aux a&es de la carte. 
l On note CT la permutation sur B qui a tout brin b associe le premier 
brin rencontre en tournant autour du sommet initial de b dans le sens 
positif choisi sur la sphere. Les cycles de CT sont bijectivement associes aux 
sommets de la carte. 
l On note 6 la permutation 0 0 a sur B. Les cycles de 6 sont les cir- 
cuits orient&s constituant les front&es des faces topologiques de la carte. 
Les cycles de 6 sont done bijectivement associes aux faces de la carte. 
Dans la suite, un sommet (resp. ar$te, face) sera, suivant le contexte, soit 
l’objet topologique defini au 1, soit le cycle pour 0 (resp. cc, 6) qui lui est 
associe par les definitions ci-dessus. 
l Pour b dans B et r permutation sur B, on note: 
z*(b) le cycle pour z engendre par b. 
Si A est inclus dans B et si b est dans A, alors 
tlA(b) est le premier brin dans A parmi z(b), t2(b),.... 
Une carte planaire est dite pointee si un brin 6 est choisi. F est 
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appele le brin point6 de la carte, et son sommet initial s” est appele le som- 
met point& de la carte. 
On appelle alors face exterieure de la carte, la face 8*( 8) engendree par 
le brin pointe 5. La carte reduite a un sommet est Cgalement dite pointee 
bien qu’elle ne contienne aucun brin. 
On appelle circuit, une suite (b, ,..., bk) de brins de la carte tels que 
l’extremite finale de b, soit l’extremite initiale de bi+ 1 si 1 6 i -c k, de b, si 
i= k. 
Pour la definition de la carte duale dune carte planaire point&e, se repor- 
ter par exemple a [ 71. 
3. Reprhentation d’une carte 
On representera dans la suite une carte par une projection stereographi- 
que sur le plan, de facon A envoyer la face exterieure de la carte sur la face 
infinie de sa representation dans le plan. 
EXEMPLE 1. Dans l’exemple ci-dessous (Fig. 1 ), les brins sont 
numerates, le numero de chaque brin etant place le long de son support, 
pres de son extremite initiale. Le sens positif choisi pour definir les cycles 
de CJ est le sens contraire des aiguilles d’une montre. Le brin pointe est mar- 
que par une fleche. 
Les sommets Si, 16 i 6 5 sont respectivement les cycles de CJ donnes par 
a=(1,2,3,4)(5,6,7,8,9,10)(11,12,13)(14,15,16,17)(18). 
Les faces fi (face 
5 donnes Par 
exterieure), fi, 2 < i < 6, sont respectivement les cycles de 
a= (1,6,9,12,3)(8,7,18)(4)(5,2,13,14)(10,15,17,11)(16). 
FIGURE 1 
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4 
Deux cartes planaires pointees sont isomorphes s’il existe un 
homeomorphisme de la sphere, p&servant son orientation, appliquant les 
sommets, ar&es, faces et brin point6 de la premiere carte respectivement 
sur ceux de la seconde. 
Une classe d’isomorphie dans l’ensemble des cartes planaires point&es 
pour la notion d’isomorphie delinie ci-dessus sera encore appelee carte 
planaire point&e dans la suite. Ce sont ces classes d’equivalence que l’on 
cherche a denombrer. 
II. RELATIONS FONCTIONNELLES POUR LES CARTES PLANAIRES POINTBES 
1. D&composition d’une carte planaire point&e 
l On note A&? (resp. 5, 99, 9) la famille des cartes planaires point&es 
(non reduites a un sommet et, respectivement dont l’arE!te pointee est un 
isthme, une boucle, n’est pas un isthme). Pour K = A, F, &#I, 9, on note 
K, (resp. K,,,) l’ensemble des cartes de K dont le degre du sommet point6 
est r (resp. qui ont de plus n a&es) 
l On note (p}, la carte riduite a un sommet. 
l On utilise les signes + ou C pour noter une reunion disjointe d’en- 
sembles. L’existence d’une bijection entre deux ensembles est indiquee par 
le signe w. 
l 6’ est l’ensemble defini comme la reunion disjointe, pour k >/ 0, des 
k-uplets de cartes de F1, soit 
THI?OR~ME 1. On a les bijections suivantes: 
(a) hC-+(p}+F+F 
(b) 9-++~1xA 
D&monstration. 1. La bijection (a) est evidente. La bijection (b) est 
classique. La suppression de l’isthme point6 6 d’une carte de F, decompose 
cette carte en deux sous-cartes Ci et C, respectivement incidentes au som- 
met initial et au sommet final de l’isthme. On definit alors une bijection de 
9 sur F1 x A%’ en associant a toute carte de F, le couple constitue d’une 
part par l’isthme pointe 6 associe a la carte C, et d’autre part par la carte 
Ci dont on pointe le brin cr(6) si elle n’est pas reduite a un sommet. 
582b/39/1-3 
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2. La bijection (c) consiste a decomposer une carte de Y en sa “carte 
interieure,” dans J&&, et en son “bord,” (Y + 2)-uplet de cartes dans 
6 x 8’ + ’ (cf. exemple 2). 
(a) Un circuit simple elementaire etant un circuit ne passant pas 
deux fois par la meme a&e ou le meme sommet, on a le 
LEMME. Soit C une carte dont le brin point6 6 n’est pas un isthme. On 
peut alors extraire de la suite t?*(F) des brins du circuit bordant la face 
extkrieure de C, une unique sous-suite de brins constituant un circuit simple 
i?lPmen taire, con tenant 5. 
D6monstration. Le theoreme de KG-rig donne l’existence de cette sous- 
suite. Son unicite resulte du fait que a*6 est la frontier-e d’un ouvert con- 
nexe. C.Q.F.D. 
Pour C, carte de 9 de brin pointe b”, on note P = (b, = 5, b2,..., bk) la 
sous-suite de brins de 6*(g) definie par le lemme et (sl ,..., sk) la suite de 
leurs sommets initiaux. 
P est un polygone orient& qui partage le plan en deux domaines con- 
nexes ouverts qui lui sont respectivement interieur et exterieur. Les brins de 
la carte planaire C qui sont inclus dans le domaine interieur (resp. 
exterieur) a P sont dits dans la suite, brins interieurs (resp. exterieurs) de la 
carte C. 
(p) Carte interieure Ci,t associee a C. En contractant P et son 
domaine exterieur en un sommet T, l’ensemble des brins 
interieurs de C constitue une carte planaire connexe dite carte 
interieure a C, notee Ci,t. Si Cint n’est pas reduite au sommet 1 
(c’est-a-dire si C contient au moins un brin interieur), on 
pointe Cint en distinguant le premier brin qui n’appartient pas 
a P, de la suite de brins (0-l 0 a)*(@; on le note a. 
Le sommet 7 est alors le sommet pointe de Cint; les brins qui lui sont 
incidents sont les brins interieurs de C dont le sommet initial est l’un des 
sommets si, 1 < i < k, du polygone P. Si r est leur nombre (r est alors le 
degre du sommet I), on les etiquette d, ,..., d,, dans l’ordre ou on les rencon- 
tre en parcourant P dans le sens contraire des aiguilles d’une montre, en 
commencant par d, = a. 
(y) Bord de C. La face exterieure de la carte C etant un ouvert 
connexe, les brins exterieurs de C constituent k cartes planaires 
connexes disjointes respectivement incidentes aux sommets 
s, ,***, Sk du polygone P. (Certaines des Cartes peuvent even- 
tuellement ne contenir aucune a&e et &tre reduites au sommet 
Si correspondant.) 
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Pour i dans (l,..., k}, on d&hit alors la carte pointke Ci de FI en 
associant au brin bi de P, que l’on pointe, la carte planaire prkckdemment 
dkfinie, incidente au sommet final de bi. Le (Y + 2)-uplet (Bi), G i< r + 1 dans 
Fl x fTfr+l, constituant le bord de C est alors obtenu an partageant la suite 
v = (Cl )..., C,) en Y + 2 sous-suites (avec la convention qu’une sous-suite 
vide est la carte (p)): 
l B0 = C1 est une carte de FI. 
l Si Y > 1, B, est la sous-suite des cartes de %? dont les brins point& 
sont, sur P, entre le sommet final de bl = 8 et le sommet initial de d, = 2. 
Bi, 2 6 i < r, est la sous-suite des cartes de %T dont les brins point&s sont 
entre les sommets initiaux de di_ 1 et di. 
l Br+l 
est la sous-suite des cartes de W situkes entre le sommet initial 
de d, (si Y 2 1, le sommet final de bl si Y = 0) et le sommet initial de bl . 
Les uplets Bi, 1 < i < r + 1, sont dans 6 (kventuellement rkduits A {p] 
avec la convention ci-dessus). 
L’application ainsi dkfinie, qui g une carte de 9 associe le uplet 
(Cint, (Bi)oGiGr+l) est une bijection (Cvident) de 9 sur 
Cr>OArX%X8r+19 d’oti le rksultat annonck. 
EXEMPLE 2. Si C est la carte de la figure 2 (k = 5, Y = 7), Cint est la 
carte don&e figure 3, et le bord de C est alors constituk par (Bi)o< i< 8 
dans FI x 8*, 
B,=G, B, = G, B,=&= {P>, B, = G, cd, B,=G 
&=B7=B8={p}. 
FIGURE 2 
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FIGURE 3 
2. Relations fonctionnelles 
Notations. A chaque carte planaire pointee, on associe un monome en 
les variables commutatives u, z ou l’exposant de u (resp. z) donne le nom- 
bre de brins de la face exterieure (resp. le nombre d’aretes). On note G(u, z) 
la serie generatrice des cartes planaires point&es. 
THI?ORJ~ME 2. La she gknkratrice G est solution des deux Pquations: 
G=~+u~~G~+(uzG/(~-~~G))G(~/(~-~~G),z) (1) 
G = 1 + u2zG2 + uz( (G( 1, z) - uG)/( 1 - u)), (cf. cw (2) 
Dbnonstration. 1. L’equation (1) est la traduction en termes de series 
generatrices des bijections (a), (b), (c) du Theoreme 1: 
La carte (p > est associee au monome 1. 
(p) La serie generatrice des cartes de FI est u*zG (l’isthme pointe 
donne le terme u’z). On deduit done de la bijection (b) que la 
serie generatrice des cartes de F est: u2zG2. 
(y) La serie generatrice des cartes de 9 s’obtient par la bijection 
(0 
l La serie generatrice des cartes B0 (qui sont dans FI) est uzG, le 
brin pointe de la carte B, donnant le terme uz (il compte pour une ar&e et 
est incident une fois a la face exterieure de la carte de 9 consideree), et la 
sous-carte de B, incidente au sommet final du brin point& donnant le ter- 
me G. 
On en deduit que la serie generatrice des B,, 1 < i < r + 1, qui sont dans 
8, et sont done des p-uplets, p dans N, de cartes de T est 
1 (uzG)~ =A 
pa0 1 - uzG’ 
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l La serie genera&ice des cartes de J&, qui sont les cartes interieures 
aux cartes de F et done n’ont pas de brin incident a la face exterieure 
(done pas de terme en U) est 
c 1 zn = c zn * card(Mn,,) 
n>O CEA”,~ n20 
ou J& est l’ensemble des cartes a n a&es, dont le sommet point6 est de 
degre r. On note card(./l;/,,,) le cardinal de cet ensemble. 
La serie generatrice des cartes de 9 est done (cf. (c)): 
cette derniere egalite &ant due au fait que par le theoreme de dualite, les 
series generatrices des cartes planaires decomptees en fonction du nombre 
da&es et du degre de la face exterieure dune part ou du degre du sommet 
pointe d’autre part, sont identiques. C.Q.F.D. 
2. L’equation (2) est bien connue. Se reporter a [S] ou a la remar- 
que 1 ci-dessous pour une demonstration. 
Remarques. 1. Soit M( U, v, s, f), la serie generatrice des cartes 
planaires point&es decomptees en fonction du degre de la face exterieure 
(variable u), du degre du sommet pointe (v), du nombre de sommets moins 
un (s), du nombre de faces moins une (f). 
On pose Rb, s,f) = Mu, 1, s,f), Qb, s,f) = MU, u, s,f) = Rk,f, s), 
(dualite). A la decomposition bijective de M: 
(a’): JY++ (p} + Y +9 + (9\99) 
on associe alors terme pour terme, comme au Theoreme 2, la relation 
fonctionnelle: 
A4 = 1 + u2vsMR + uv2fMQ 
+ uv2fM ~_,~~'(us~){j&Q(~9s~f)-uQ} (3) 
l En faisant t, = 1 dans (3), on obtient la relation 
(1’) 
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Cette relation peut Cgalement &re obtenue directement en modiliant 
legerement la demonstration de (1) donnee au Theoreme 2, la variable z 
etant remplacee tantot par s, tantot par J: L’argument de dualite qui inter- 
vient en lin de demonstration, se traduisant par l’interversion de s et fdans 
le dernier terme de (1’). 
l En 
induisent 
faisant u= 1 dans (3) et dans (l’), on obtient deux relations qui 
R = 1 + u2sR2 + uf W, s,f)-uR 
1-U (cf. lw* (2’) 
Les relations (1) et (2), obtenues en faisant s = f = z dans (1’) et (2’) (les 
cartes &ant planaires, z decompte alors le nombre d’argtes), apparaissent 
done comme cas particulier de (3). 
2. Soit A l’anneau des polynomes Z [ u] et A [ [z] ] l’algebre des series 
formelles en la variable z a coefficients dans A. Dans A [ [z] 1, les equations 
(1) et (2) ont un sens (les substitutions de u par 1 ou de u par l/( 1 - uzG) y 
sont autorisees) et y admettent comme solution la serie generatrice des car- 
tes planaires point&es, dont on sait que dans tout monome, le degre de u 
est major6 par deux fois le degre de z. 
Cette serie est en fait l’unique solution de (1) ou (2) dans A [ [z]]. En 
effet, munissons A [[z]] de la distance ultrametrique definie pour deux 
series Si et S2 par 
d( s1 ) S,) = 2 - “(SI&) 
avec v(S, , S,) = min{ n E N/les coefficients de S, et S2 pour z” sont dis- 
tincts}. A[ [z]] est alors un espace metrique complet. Le second membre 
de (1) (resp. (2)) d&nit alors un operateur contractant sur cet espace, et y 
admet un point fixe unique. C.Q.F.D. 
III. APPLICATION A DES D~NOMBREMENTS 
1. Dhombrement des cartes planaires pointkes 
a. La serie generatrice G( 1, z) des cartes planaires pointees decomptees 
en fonction du nombre d’argtes, etait jusqu’a present determike a l’aide de 
la seule relation fonctionnelle (2) qui a l’inconvenient d’gtre indeterminee 
lorsque l’on y fait u = 1. La consideration simultanee des equations (1) et 
(2) permet de determiner tres simplement G( 1, z): 
l Pour 
solution de 
simplifier (1) substituons a u une serie formelle M(z) qui soit 
1 
Mtz) = 1 - zM(z) G(M(z), z) 
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M= 1 + zM*G(M(z), z). (4 
Une telle serie existe unique dans Z [ [z] ] comme point fixe d’un 
operateur contractant dans un espace metrique complet et la substitution 
de u par M(z) est autorisee (cf. Remarque 2 du Theoreme 2). Les equations 
(1) et (a) donnent alors, en posant G = G(M(z), z), 
2;=(3-2M)-’ (D) 
M=l+zM*(3-2M)-‘. (Y) 
En substituant A4 a u dans (2), on obtient G( 1, z) en fonction de G et done, 
par (p) et (y), en fonction de A4, soit: 
G( 1, z) = M(3 - 2M)-*(4 - 3M). V) 
Les equations (y) et (6) permettent alors, a l’aide de la formule de 
Lagrange, de determiner le nombre de cartes planaires point&es a n ar&es: 
2. 3”(2n)!/(n!(n + 2)!). 
b. La determination de la serie generatrice R( 1, s, f) des cartes 
planaires pointees decomptees en fonction du nombre de sommets moins 
un et du nombre de faces moins une est, comme au a, facilite par la con- 
sideration simultanee des equations (1’) et (2’) (cf. Remarque 1 du 
Theoreme 2). Des equations parametriques ont eti: determinees par Tutte 
dans [S]. Celles obtenues ci-dessous leur sont equivalentes; les parametres 
y sont, comme au a, des series “points fixes” de la transformation induite 
par l’equation (1’). La formule de Lagrange permet alors de determiner le 
terme general de R( 1, s, f). 
TH~OR~ME 3. (1) s, f et sfR( 1, s, f) satisfont aux iquations paranhri- 
ques: 
s=pu -p-w, f=dl-2P-d, s.f.R(l, s,f)=pq(l-2p-2q). 
(2) Le nombre de cartes planaires pointkes ayant m, sommets, m2 
faces (et m brins, avec m = 2(m, + m2 - 2), par riquation d’Euler pour les 
cartes planaires) est : 
m! 
m, !(m, - l)! m2!(m2 - l)! 
Z2L-*(mlil)jrn2hl!(lh- -- 
m 
0 
i 
k ) 
m-i 
i 
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la somme portant SW Pensemble des triplets (i, k, h) tels que 
m,--l<i<m-mm,+l, O<k<m,-1, O<hbm,-1, 
k=h+2(m,-1)-i, 
avec la convention h/i = 0 (resp. k/(m - i) = 0) si h = i = 0 (resp. 
k=m-i=O). 
Dimonstration. (1) L es notations sont celles introduites a la Remar- 
que 1 du Theoreme 2. Considerons les equations 
UfR R(u, s,f) = 1 + u2sR2 +- 1 - 
l-usR 1 - USR’ 
4f W s,f) - UR 
l-usR - l-u ’ 
(A) 
P) 
equivalentes aux equations (1’) et (2’) etablies a la Remarque 1 du 
Theoreme 2 et l’iquation (C) deduite de (A), satisfaite par la serie 
Qb, s,f) = R(v,f, 4: 
Q(~~,s,f)=l+~?le~+~R(~,s,f). - CC) 
Soit U = u(s, f), solution de l’equation, 
1 
‘(’ ‘) = 1 - u(s,f) sR(u(s,f), s, f)’ 0) 
U existe, unique (cf. remarque ci-dessous). On pose V= v(s,f) = u(f, s). 
L’egalite (i) s’ecrit alors: 
v= 
1 
1 - UsR( U, s,f)’ (9 
et en echangeant s et f, U et V sont solutions de 
1 
‘= 1 - VfQ( V, s,f)’ 
(ii) 
Les deux kquations (i) et (ii) et celles obtenues en substituant U et V 
respectivement a u et v dans (A), (B), (C) donnent facilement apres 
elimination de R( U, s,f) et Q( V, s,f), les equations parametriques: 
(V- 1)(2V+ u- 2UV) (U- 1)(2U+ V-2UV) 
s= 
uv2 
9 
f 
= 
u2v , 
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et 
UV(2U+2V/-3UV) 
WY XJJ = (2U+ I/- 2UV)(2V+ u- 2UV)’ 
En posant p = ( V- 1)/V et 4 = (U - 1)/U, on obtient la parametrisation 
annoncee. 
(2) En utilisant la formule de Lagrange a deux variables, ces 
equations parametriques permettent de calculer le terme general de 
sfR( 1, s,f). La formule obtenue donne apres simplifications (non detaillies 
ici) celle annoncee. 
Remarque. Montrons l’existence et l’unicite de la solution de l’equation 
(i). 
Dans l’algebre Z [ [s, f] ] des series formelles en les variables com- 
mutatives s et f, l’equation en 24, 
u=l+ uf 
1 
1 - usR( u, s, f) 1 - usR(u, s,f)’ %f- > 
69 
admet une solution U(s, f) unique (cf. Remarque 2 du Theoreme 2). Si l’on 
pose 
Vhf) = 
1 
1 - UsR( U, s,f)’ G) 
alors (e) s’ecrit 
1 
Uw) = 1 - Vfe( v, s,f)’ 
(ii) 
11 reste a verifier que V(f, s) = U(s, f). Or (i) et (ii) entrainent que V(f, s) 
est egalement solution de (e), d’ou le resultat. 
2. Cartes dbrdre i 
Associons a tout carte planaire pointee C, l’ensemble 9 des cartes 
planaires point&es de F obtenues en substituant au brin point6 6 de C, et 
en le pointant, tout brin de o*(6) qui ne soit pas un isthme. On delinit 
alors Int(C) comme l’ensemble des cartes planaires point&es duales des car- 
tes interieures associees aux cartes de 9 (par la decomposition du 
Theoreme 1). 
DEFINITION. l Une carte planaire pointee C est dite d’ordre 0 si 
Int(C) est vide (C est alors un arbre) ou ne contient que la carte (p >. 
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l Une carte planaire point&e C est dite d’ordre i (i 2 1 ), si toutes les 
cartes dans Int(C) sont d’ordre inferieur ou Cgal a: i - 1. 
Remarques. l Intuitivement une carte est d’ordre i si elle a au plus “i 
niveaux interieurs.” 
l Une carte d’ordre i est d’ordre j pour tout j > i. 
l Les cartes d’ordre 0 sont connues sous le nom de cartes simples 
(cf. [ 11, par exemple). 
l Les cartes d’ordre 1 peuvent Cgalement etre definies comme les car- 
tes planaires pointees telles que toute a&e ait au moins une extremite 
incidente a la face extkieure. 
Notons, pour i dans FV, Gj( u, z) la serie generatrice des cartes d’ordre i 
decomptees en fonction du nombre de brins de la face exterieure 
(variable u) et du nombre d’aretes (variable z). 
PROPOSITION 1. Les skries g&Pratrices Gi, i> 0, satisfont au syst&ne 
d’kquations: 
Gi=1+U2zG~+~Gi- 
I 
tEi) 
oti l’on a posP Gel = 1. 
Dkmonstration. Pour demontrer (Ei), il suffit de reprendre en l’appli- 
quant aux cartes d’ordre i le Theoreme 1 de decomposition. On demontre 
alors l’equation fonctionnelle (Ei) comme au Theoreme 2. 
Remarque. Pour i = 0, (E,) est 
G,=l+~~zG;+l~~;~. 
0 
On retrouve l’equation fonctionnelle bien connue qui conduit au denom- 
brement des cartes simples (cf. [ 1 I). Pour i = 1, on a le resultat suivant: 
PROPOSITION 2. La sPrie gknkratrice G,( 1, z) est solution de l’kquation 
font t ionnelle 
G1(l, z)= (1 +zG:(l, z))‘. (e1) 
. 
isthme 
Le nombre a,, de cartes planaires 
et ayant n a&es est, pour n > 1, 
d’ordre 1 dont le brin point& est un 
1 4n 
a,=- 
( ) n n-l * 
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. Le nombre b, de cartes planaires dbrdre 1 h n a&es est 
b,= f akan-k oii l’on pose: a, = 1. 
k=O 
Dkmonstration. 1. (E,) implique, en faisant 2.4 = 1 et en posant 
g, = W, 2): 
(*) 
En substituant l/( 1 - zgl) a u dans E0 (operation licite, cf. Remarque 2 du 
Theoreme 2) et en utilisant (*), on obtient l’equation (e,). 
2. On deduit de (e,) que I, = zG:( 1, z), serie generatrice des cartes 
planaires d’ordre 1 dont le brin point6 est un isthme, est solution de l’e- 
quation 
I, =z(l +1,)4, 
la formule de Lagrange appliquie a cette equation donne 
1 4n 
a,=- 
( 1 n n-l ’ 
On deduit alors de (e 1): G1 = ( 1 + 1,)2, la formule donnant b,. 
Remarque. Pour i >/ 2, le probleme de la determination d’une formule 
close donnant le terme general de la serie Gi est, a ma connaissance, ouvert. 
On peut remarquer que les (i + 1) premiers termes (par rapport A la 
variable z) de Gi sont ceux de G (evident). On a Cgalement le resultat 
suivant que l’on deduit de l’etude de la bijection etablie par Cori et Vau- 
quelin (cf. [ 31) entre cartes planaires point&es et arbres bien Ctiquetes poin- 
t&s (arbres dont les sommets sont etiquetes par des entiers naturels, la 
racine &ant Ctiquetee 0 et les etiquettes de deux sommets adjacents dif- 
f&rant au plus d’une unite). 
PROPOSITION 3. L’ensemble des cartes planaires d’ordre i est en bijection 
avec l’ensemble des arbres bien dtiqueth point&, &iquet&s au plus (i + 1) et 
tels que les sommets ktiquetks (i+ 1) soient des maximum stricts pour la 
fonction d’dtiquetage (i.e., leur p&e et fils kventuels dans 1 ‘arbre sont kti- 
queth i). 
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